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Chuong I. UNG DUNG PAO HAM PE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO

Muc tiéu

Sau khi nghién ctru chuong nay, hoc sinh c6 thé:

- Biét duoc cac khai niém vé dao ham cép hai, tinh don diéu cta ham sd, cuc tri cua ham
sb, gia tri 16n nhat va gié tri nho nhat, tiém can, khao sat su bién thién va vé db thi ham sd.

- Giai duoc cac bai tap vé dao ham cap hai, tinh don diéu, cuc tri, gia tri on nhat va nho
nhat, tiém can, khao sat sy bién thién va vé do thi ham so.

- X4c dinh dugc dao ham cap hai, cac khoang don diéu, tim cac diém cuc tri, tim gia tri Ion
nhat va nho nhat caa ham so trén doan xac dinh

- Xac dinh duoc cac dudng tiém can, khao st sy bién thién va vé @b thi cia ham sé
- Say mé va yéu thich tim hiéu cac bai toan vé& ham sd, tng dung dao ham.

@ Nhic lai: Cac cong thirc dao ham co ban:

C u) uv-vu
1. (uxv) =u+v; 4.1 —|= ;
(uxv) =u £v (vj .
2. (ku) =ku’; 5. (ij = (v6iv=v(x) #0)
v) v
3. (uv) =uv+vu; 6.y, =Y,uU,

Bang dao ham

Pao ham cua cac ham so cip co ban Pao ham cua cac ham s6 hop
(x") =nx"" u=u(x)
1 '__ 1 (u”)‘:nu”’l.u
)T (2)--%
o1 u u’
W) === o
2x (Vo) =4
(sinx) = cosx 2Ju
(cosx) =—sinx (sinu) =u cosu
: cosu) =-u'sinu
(tanx) =— ( ) '
cos” X .
1 (tanu) = —;
(cotx) =—— cos™u
sin® x .
(cotu) =——
sin’u
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§1. PAO HAM CAP HAI
1. Pinh nghia

Gia sir ham s y = f(x) c6 dao ham tai tai moi diém X e (a; b). Khi d6, h¢ thac y = f (x) 1a
mot ham s6 mai trén khoang (a; b).

Néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai x thi ta goi dao ham cua y la dao ham cép hai ciia
ham so y = f(x) tai x va ki hiéu 1a: y hoac f (x).

& Ch( ¥: - Dao ham cap 3 ciia ham s6 y = f(x) dugc dinh nghia twong ty va ki higu lay
hodc f(x) hodc fO(x);

- Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham c4p n-1, ki hiéu 14 f"™P(x) (neN va n>4).

Néu f"(x) c6 dao ham thi dao ham ciia n6 dwoc goi la dao ham cp n caa f(x) . Ki hiéu
la: y™(x) hoac f™(x).

[ 1960 = ("00) |
Vidu1: Chohamséy=x>. Tinh y".

Giai
Taco: y =5x*y = 20x°

2. Y nghia co hoc ciia dao ham cép hai

Xét chuyén dong thang xac dinh boi phuong trinh: s = f(t), véi f(t) 1a ham sé c6 dao ham.

Khi 6, gia toc tuc thoi cua chuyén dong tai thoi diém t 1a dao ham cap 2 caa ham sé s = f(t)
tai t

YO =1 (1).
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BAI TAP

Bai 1. Tim dao ham cap hai cua cac ham s sau:

a)y:%; b) y=sin2x; C) y=cos’X; d) y=x(x*+2x-3);
—X

e) y=(x+5)"; f) y=xcos2x; 4)) y—i' h) h)y—i'

) b &l \/;’

Bai 2. Tinh dao ham cép hai cua cac ham s sau:

a) y= 2X : b) y=X_+1 : c) y=xv1+x?; d) y=x*sinx

x°-1 X—-2
2
e) y=(1-x%cosx; f) y=+x; g) y= X ; h) y=sinxsin2xsin3x.

1-x
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§2.TINH PON PIEU CUA HAM SO

1. Tinh don diéu ciia ham sb
1.1. Nhic lai dinh nghia ’
Ki hi¢u K 1a khoang hoac doan (ntra khoang). Gia sir ham s0 y=7f(X) xac dinh trén K.
Ta noi:
< Ham s6 y=f(x) ddng bién (ting) trén K néu véi moi cip x,,x, thuoc K ma
X, <X, thi f(x,)<f(x,), tic la
X, <X, = f(x,) <f(X,);
< Ham s6 y=f(x) nghich bién (giam) trén K néu v6i moi cip x,,x, thuéc K ma
X, <X, thi f(x,)>f(x,), tic la
X, <X, = f(x;) >f(x,);
Ham s ddong bién hoic nghich bién trén K dugc goi chung 13 ham s6 don di¢u trén K.
1.2. Tinh don diéu va dau cia dao ham
Ta thitra nhan dinh li sau day
DPinh li: Cho ham so'y =f(X) co dao ham trén K.
a) Néu f'(x) >0 véi moi x thuéc K thi ham sé f(X) dong bién trén K.
b) Néu f'(x) <0 véi moi x thude K thi ham so T(X) nghich bién trén K.
2. Quy tic xét tinh don diéu ciia ham sb
2.1. Quy tic
1. Tim tap xac dinh. Tinh f (X);
2. Tim céc diém tai d6 f (x) =0 hodc f (x) khong xac dinh;
3. Sép Xep cac dlem d6 theo thur tu tang dan va lap bang bién thién;
4. Néu két luan vé cac khoang ddng bién, nghich bién ctua ham sé.
2.2. Ap dung
Vidu 1: Tim céc khoang don di€u cia ham $b y= x> —3x+1
Giai

TXD: D= R.
y' = 3x*-3.
y'=0< x=1hoac x =-1.
Bang bién thién
X| —o0 —1 1
y' + -0 +

y /'\4 /

Ham sé nghich bién trén khoang (—1;1) va ddng bién trén khoang (—o0;—1) U (1;+ ).

+ oo
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BAI TAP
Bai 1. Xét sy ddng bién, nghich bién cua cac ham sé sau:
a) y=—x>+3x*-1
b) y=x*-2x*+3
c)y= %x3+3x2 —7Xx -2

Bai 2. Tim cac khoang don diéu cua cac ham sb:
a) y:3x+1; b) y= /—XZ—X—ZO; ¢) y= X+1 :
1-x 2X—5
X2 —2X . 2X

d) y= : - .
)y T x e)y g

Bai 3. Chirng minh ring ham s y:zi1 dong bién trén khoang (-1; 1); nghich bién trén
X2 +

cac khoang (—o;—1) va (L +).
Bai 4. Chung minh rang ham sé y=+/2x—x? dong bién trén khoang (0;1) va nghich bién
trén khoang (1; 2).
= Geiy: Sir dung dinh Ii sau:
Gia stir ham s6 y= f(x) c6 dao ham trén khoang (a; b).
+) Néu f'(x) >0,vx e (a,b) thi f(x) ddng bién trén khoang (a; b);
+) Néu f'(x) <0,vx e (a,b) thi f(x) nghich bién trén khoang (a; b);
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§3. CUC TRI CUA HAM SO

1. Khai niém cuwe dai, cuc tiéu
1.1. binh nghia q
Cho ham so xac dinh y=f(x) va lién tuc trén khoang (a;b) (c6 thé a la—o; b la +oova
diém x, e (a;b).
a) Néu ton tai s6h>0 sao chof(x)<f(x,) v&i moi Xe(X,—h;Xy+h)va XX,

thi ta n6i ham s f(x) dat cwe dai tai x,.
b) Néu ton tai sdh>0 sao chof(x)>f(x,)véi moi xe(Xy—h;X, +h)vax X,
thi ta n6i ham sb f(x) dat cwe tiéu tai X,
< ChU y: - Biém cyc dai va cuc tieu duoc goi chung la diém cuc tri;
. - Giatri cuc dai va cuc tiéu duoc goi chung la cuec tri.
2. Pieu kién dia de ham so co curc tri
Ta thira nhan dinh ly sau day
Pinh Ii 1. Gid sir ham so'y =f(x) lién tuc trén khodang K = (X0 —h;x, + h) va cé dao ham

trén K hode K\{Xo} véih>0.

a) Néu f'(x)>0trén khoang (X, —h; Xo)va f'(x)<0 trén

khodng (Xo; Xo +h) thi xo 1a mgt d@iém cuwc dai cua ham sé f(x).
b) Néu f'(x)<0 trén khoang (X, —h; Xy)va f'(x)>0 trén khoang (X,; X, +h)
thi Xo 1a mér diém cuc tiéu caa ham sé f(x).

X Xo-h Xo Xoth X Xo-h Xo Xoth
(x) + 0 - (x)

f(x) / fCD\ f(x) \ :CT)

3. Quy tic tim cwe tri

£ Quy tic 1
1. Tim tap xac dinh. Tinh f (x);
2. Tim cac diém tai d6 f'(x) =0 hoic f'(x) khong xac dinh;
3. Lap bang bién thién;
4. T bang bién thién suy ra cac diém cuc tri.
Vi du 1: Tim cac diém cuc tri cua cac ham sé y=x°—3x +1

Gial
Tap xac dinh: D= R
y =3x°-3
. =1 =-1
y =Oc{x :{y
x=-1 |y=3
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Bang bién thién

-1 1 + oo
+ 0 -0 +

Yy _Oo/v 3\_1 / 400

Tur bang bién thién suy ra x = -1 1a diém cuc dai, x = 1 1a diém cuc tiéu cua ham sb da
cho.
Pinh 1i 2: Gia sir ham s y="f(x) cé dgo ham cdp hai trong khoang (X, —h; X, +h),
v&ih>0. Khi do:
a) Néu f'(x,)=0,f"(x,)>0 thi x, la diém cuc tiéu;
b) Néu f'(x,) =0, (x,) <0 thi x, la diém cuc dai.
Ap dung dinh li 2, ta c6 quy tic sau day dé tim cac diém cuc tri cia mot ham sb.
£Quy tac 2
1. Tim tap x4c dinh. Tinh f'(x);
2. Giai phuong trinh f(x)=0 va ki hi¢u X; (i =1,2,3....... ) la cac nghiém
cua no;
3. Tinh f(x)va f'(x,);
4. Dya vao dau cia f'(x,)suy ra tinh chat cuc tri cua diém x;.
Vi du 2: Tim cuec tri ctia ham sb
fx)=x*—2x* +1
Giai
Tap xac dinh ctiahamso: D= R
£(x) = 4x° — 4x = 4x(x* — 1)
Px)=0 <x=£1;x=0
f(x)=12x°* - 4; £(£1) =8> 0 =x =-1 vax = 1 13 hai diém cyc tiéu
£(0) = -4 < 0 =x = 0 la diém cuc dai.

x
|
8
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BAI TAP

Bai 1. Ap dung quy tic 1, tim cac diém cuc tri cia cac ham sé sau:
a) y=2x>+3x*-36x-10; b) y=x*+2x*-3;

c) y=x+%; d) y=x*(1-x)?; e) y=vx*—x+1;

Bai 2. Ap dung quy tic 2, tim diém cuc tri caa cac ham sb sau:
a) y=x"-2x"+1; b) y=sin2x—-x;
o) y:x5—x3—2x+1; d) y = Sin X +Cos X
Bai 3. Chitng minh rang v&i moi gia tri ciia tham s6 m, ham s6
y=x'—mx*-2x+1
luén ludn c6 mot diém cuc dai va diém cuc tiéu.
Bai 4. Tim a va b dé cac cuc tri ciia ham sb

y=§a2x3+2ax2 —9x+b

5

Xo = ~ g ladiém cyc dai.

deéu 1a nhiing 1a s6 duong va

) 7 oo X mx+1
Bai 5. Xéc dinh gia tri cua tham s6 m dé ham s6 y= x+m _ datcuc dai tai x = 2.
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§4. GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO

1. Dinh nghia
Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén tap D.
a) S6 M duoc goi 1a gia tri 16n nhit cua ham sb y =f(x) trén tap D néu f(x) < M véi moi
X thugc D va ton tai X, € D sao cho f(x,) =M.
Ki hiéu M = maxf (x);
r D r 14 14
b) S6 m dugc goi 1a gia tri nhé nhat ciia ham s6 y=f(x) trén tdp D néu f(x) >m véi
moi x thude D va ton tai X, € Dsao cho f(x,)=m.
Ki higu: m=minf(x).
D

Vi du 1: Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua ham sé y =f(x) = x> —4x +3

Giai
Tap xac dinh: D =R
y =2x-4
y=0cx=2
X | —o 2 + o
Yy -0+

y \ -1/

Vay minf (x)=-1.
2. Cach tinh gia tri l6n nhit va nhé nhit ciia ham sé trén mot doan

2.1. Pinh li

Moi ham s6 lién tuc trén mot doan déu cod gia tri 1on nhét va gia tri nho
nhat trén doan do
2.2. Quy tac tim gia tri l6n nhat, gia tri nhé nhat cia ham sé lién tuc trén mot doan
£Quy tac
a) Tim cac diém X;,X,,....X,, trén khoang (a;b), tai d6 f (x)= Chodc f (x) khong xac
dinh;
b) Tinh f(a),f(x).f(X;),...F(x,).f(b);
¢) Tim s6 16n nhat M va s nho nhat m trong céc sd trén. Ta c6

M=minf(x) ;. m=minf(x).
[a;b] ( ) [a;b] ( )

Vi du 2: Tim gia tri 16n nhat cua ham sb f(x) = : 4

= trén doan [-1;1]
Gial

Tap xacdinh: D= R



-'r--LY TU TROMNG

P ST

f'(x) = (1+x2)2'f X)=0<=x=0
f(0)=4

f(=2

f(-1)=2

maxf(x) =4 trén doan [-L1]; minf(x) =2 trén doan [-11].

BAI TAP

Bai 1. Lap bang bién thién va tim GTLN, GTNN cua cac ham sé sau:
a) y=x*trén [-3;0]
x+1
b) y=—=trén [3;5
) y="—; trén [35]
c) f(x) =-x>+3x” trén [-11]
xX+1
f(x) =
q) (0= 5™ , ,
Bai 2. Tim gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat caa ham so:
a) f(x)=x°—3x*-9x+35 trén [—4;4]
b) f(x) =v/5—4x trén [-1;1]
c) f(x) =-x*+2x*+1 trén [-1;3].
Bai 3. Tinh gia tri 16n nhat cua cac ham s6 sau:
4
a) Y T 1%
b) y =4x° -3x*

trén [1;3]

-10 -
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§5. TIEM CAN

1. Pwong tiém can ngang

Pinh nghia: Cho ham sé y =f(x) xac dinh trén mot khoang vo han ( khoang dang
(a;+00);(—o0;b) hodc (—o0;+)).
Pbuong thang y =Yy, la duong tiém can ngang (hay tiém can ngang) cia do thi ham sé
y=f(x) néu it nhat mot trong cac diéu Kién sau duoc thoa man
lim f(x)=y, ; lim f(x)=y,
X—>—00

X—>+00 —>
Vi du 1: Tim tiém can ngang ctia do thi ham s6 y:ZXJFS3
X_
Giai
X 2+§ 2+§
- 2X+3 . X . X
lim ——=1 —5:I|m z =2;
—>+0 X —§ awx(l_j N (1_j
X X
% 43 x(2+3) (2+3]
Hoac lim X9 im —=— X/ _ fim X)_o

x—-o X —5 X——00 X(l—5j X—>—00 (1_5]
X X

Vay y= 2 la tiém can ngang cia d6 thi ham sé da cho.
2. Puwong tiém can dirng

Pinh nghia: Duong thang x =X, dugc goi la duong tiém can ding (hay tiém can ding)
cta do thi ham sé y = f(x) néu it nhat mot trong cac diéu Kién sau duoc thoa man
lim f(x) =+ ; lim f(x)=—-o

XX X—>Xg
lim f(x)=—o0 ; lim f(x) =+
X—>X$ X—>Xg
. R ‘A ~ , ) A glac Lo £ 2X+3
Vidu 2: Tim tiém can ding ctia @6 thi hamso y = s
X_
Giai
. 2X+3 . 2X+3
lim =+4o00; lim =—00
x=5" X =5 x=5" X—5

Vay x =5 latiém can ding caa dd thi ham sé da cho.

ax+b
cx+d

@Chly : Chohamsé y=

-11 -
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b
xla+—
. ax+b . ( xj a A . a
lim = lim =—= Tiémcanngang: y=—
xoto X 40 x—otw ( dj c C
X|c+—
X

. ax+b < . aX+Db
lim =oo hoac lim
Ldex+d . 4 cx+d

c C

A A d
=oo= Ti¢m can dung: x=——
C

X

BAI TAP
Bai 1. Tim c4c tiém can cua dd thi ham sb:
—X+7
a) y=
X+1
2X -5
b) y =
)Y 5x -2
¢) y= 2—X
9—x?
Bai 2. Tim cac tiém can dirng va ngang cua do thi ham so:
y_x2—3x+2 y- 2—X
a) X+1 b) = 9-X’
3x+4 2X% +7x+4
= y:—
c) x-1 d) X+3

-12 -



§6. KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE PO THI CUA HAM SO

1. So' @6 khio sat ham s
1.1. Tap xac dinh
Tim tap xac dinh cua ham )
1.2. Sw bién thién
e Xét chiéu bién thién ctia ham sb:
+ Tinh dao ham v ;

+ Tim c4c diém tai d6 dao ham y =0 hoic khong xéc dinh;
+ Xét dau dao ham y' va suy ra chiéu bién thién cia ham sé.
e Tim cuc tri.
e Tim cac gidi han tai vo cuc, cac gidi han vo cuc va tim tiém can (néu o).
e Lap bang bién thién (Ghi cac két qua tim duoc vao bang bién thién).
1.3. Po thi
Dua vao bang bién thién va cac yéu té xac dinh ¢ trén dé vé do thi.
2. Khéo sit mét s6 ham da thirc va ham phén thicc

2.1. Ham sé bac ba y=ax® + bx® +cx +d

a>0 a<o
Phuong trinh y" =0 \
c6 hai nghiém phan biét P ;
[\ \|/ \
Phuong trinh y" =0 \
c6 nghiém kép / \
\
/ \
\

-13-
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Phuong trinh y =0
v0 nghi¢m /

Vi du 1: Khao sat sy bién thién va v& db thi ham s6 y=x+3x?—4

Giai
Tap xac dinh: D= R
y =3x%+6x
y =0 3x%+6x=0
XxX=0=>y=-4
{x=—2:>y:0

lim (x*+3x°-4)=-w

X—>—00

lim (X + 3x% - 4) = +o0

X—>+00

Bang bién thién

X -0 -2 0 +00

y’ +0 -0 +

y . /0\4 / +00

Ham sé dong bién trén (-o0 ;-2 ) va ( 0;+)
Ham s6 nghich bién trén (-2; 0)

Ham s dat cuc dai tai X = -2 ; Ycp=0

Ham sé dat cuc tiéu tai X = 0; yor= -4
Bang gia tri:

[ * 3t

111

-14 -



Tap xac dinh: D = R.

y =-3x*+6x—4
y <0, ¥xeD

limy=-+00; limy=-—w0

X—>+00

Bang bién thién
biém dac biét: (1; 0);
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Vi du 2: Khao sat sy bién thién va v& d6 thi ham sé y =-x*+3x? —4x+2

Giai
X -0 +00
y -
Yy +00 \
-00

2.2. Ham s6 bac bén y=ax* + bx® +cx? +dx + e

a<o

a>0

Phuong trinh

y =0

c6 ba nghi¢m
phan biét

/
|

VI

-15 -
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Phuong trinh

y =0 \

nghi¢m

cO mot |

TN

/

Vi du 3: Khao sat sy bién thién va v& d6 thi ham s y=x*—2x?-3

Giai

Tap xac dinh: D =R
y =4x3 —4x
x=0 y=-3
y=0|x=1 =|y=-4
Xx=-1 y=-4

Iimy=|imx4(1—%—i4) = +00
x> X

X—>+0 X—>+0

o
t

limy = limx* (1—%—%} = +o0

X—>—o0 X—>-o0 X X
X -0 -1 0 + o0
y - 0+0 +

2.3. Do thi ham s y:aX+b (c#0,ad—bc = 0)
cx+d
D =ad-bc >0 D=ad-bc<0

-16 -
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p

N

/

\

, , . L e e A o R z X
Vi du 1: Khao sat sy bién thién va vé do thictiahamso y=——

Giai:
Tap x4c dinh: D =R\ {1}
Su bién thién:

y'= 4 ><0,vx=#1
(x-1)

=ham s6 ludn nghich bién trén (oo, 1);(1,+w0)
Ham sé khéng c6 cuc tri.

. . X+3
limy=Ilim— =+

IR x-1" X =1
. . X+3
Iimy=Ilm-——=—-x
x—1" -1 X—1
Suy ra x=1 la tiém can dang.
limy=1
Suy ra y=1 la tiém can ngang.
X |-o0 1 “+co
y 1\ +N
-00 1
Do thi:

-17 -
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4
_\\
L

Vi du 2: Khao sat su bién thién va vé d6 thi cia ham sé y =

1-2x
2x -4

Giai
Tap xac dinh: D=R\{2}
Su bién thién: y'z% >0,VX %2
(2x—4)
Suy ra ham s6 ludn dong bién trén (oo, 2);(2,+)

Ham sb khéng c6 cyc tri.
1-2x

) i . . 1-2x
limy= lim = +00; limy= lim =
x—32+ x—2" 2X —4 X2~ x—2" 2X—4

Suy ra x=2 la tiém can dang.

limy=-1= y=-1latiém can ngang.
X—>t00

Bang bién thién:

X —00 2 +00

Do thi

-18-
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f(x)=(1-2x)/(2x-4)
f(x)=1

3. Sw twong giao cua cic do thi

Gia st ham s6 y =f(x) c6 db thi 1 (C;) va ham sé y =g(X) c6 do thi 1a (Cy).
Pé tim hoanh d¢ giao diém cua (Cy) va (C,), ta phai giai phwong trinh

f(x)= g(x). w
Gi4 st phuong trinh trén c6 cac nghiém la X, X, X,,.... Khi do, cac giao diém
cua (Cq) va (Cp) 1a My(Xo, f(X0)), Mi (x5, £ (X)), ...
Vidu 3:

a) V& db thi ham sé y = x® +3x* -2

Giai

o
1
T

~
]
T

b) Str dung db thi bién luan sé nghiém caa phuong trinh: X2 +3x%-2=m

Giai
S6 nghiém cua phuong trinh bang sé giao diém cua db thi ham sé y = x* +3x* -2 va dudng
thang
y=m.

e M>2: phuong trinh c6 mdt nghiém

e M=2 : phuong trinh c¢6 hai nghiém

e —2<m<2:phuong trinh c6 ba nghiém
e M =-2:phuong trinh c6 hai nghi¢m

e M < -2:phuong trinh c6 mdt nghi¢ém
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BAI TAP

Bai 1. Khéo sat d6 thi ham sb bac ba sau:
a) y=2+3x—x3 b) y=—x3+4x2—4x
C) y:x3+x2+9x d) y:2x3+5

Bai 2. Khao sat dd thi ham sé bac bén sau:
a) y=—x*+8x%-1 b) y=x*-2x2+2

1.4 2 3 2 4
C) y==XxX"-X"—— d =2X“ =X
)y2 5 )Y

Bai 3. Khao sat d6 thi ham phan thirc sau:
2) y_x+3 b) y_1—2x 0 y_—x+2
x-1 . 2x-4 ) 2X+1
Bai 4. Khao sat do thi ham so0. Tt d6 tim s0 nghiém cua cac phuong trinh sau:
a) xX°-3x%+5=0 by —2x3+3x2-2=0
C) 2x% —x* =1

Bai 5. a) Khdo st sy bién thién va v& d6 thi ham s6 y =-x°+3x +1;
b) Dya vao d6 thi ham s, bién luan vé sé nghiém cua phuong trinh sau theo tham s
m: x> —3x+m=0.
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ON TAP CHUONG I
3% k k(3

Bai 1. Tim khoang don diéu ctia cac ham sé sau:
a) y=—x>+2x%>-x-7
X—95
b) y=—-
) V=1 | ’
Bai 2. Tim cuc dai, cuc tiéu cua ham so sau:
y= x*—2x% +2
Bai 3. Tim tiém dng va tiém can ngang cua ham s sau:
y= 2X+3
2—X )
Bai 4. Khao sat cac ham so6 sau:
a) y:—x‘°’+3x2 +9X+2;
b) y= x3+3x% +1
Dua vao do thi ham s, bién luin sb nghiém cua phuong trinh sau:

x3 +3x2 +1:%
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Chuong I1. HAM SO LUY THUA, HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

Muc tiéu 7
Sau khi nghién ctru chuong nay, hoc sinh co theé:
- Biét duoc cac khai niém lay thira, 16garit, ham so Iy thura, Iy thura.

- Giai dugc cac bai tap vé lity thira, 16garit, lily thira.

- Tinh dugc dao ham cua ham s6 mii, ham sé 16garit, tinh dwoc gia tri cia ham mi,
I6garit.

- Say mé va yéu thich tim hiéu cac bai toan vé ham sé mii, ham so 16garit.

§1. LOY THUA

1. Khai niém liiy thura

1.1. Liiy thira véi s6 mii nguyén

Cho n 12 mot sé nguyén duong. Véi a 1a s6 thuc tuy y, luy thira bac n caa a 1a tich caa n
thira s6 a.

n

a = a.a...a
—_

n thua so a

Trong biéu thic a", ta goi a 1a co s6, n 1 s6 mii.
Véi a=0,ta co:
o ao =1

@Chay: 0° va 0" khong c6 nghia.
Vidu 1: Tinh gia tri biéu thac

SER

Giai
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e

=(2%)°.(28) 1 (-1.2)
=2°27:—(27°)
=2":—(2%) =2+ =2

2. Phwong trinh X" =0

a) Truong hop n lé: ’
V61 moi so thuc b, phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat.

b) Truong hop n chan:
e Vé4ib < 0, phuong trinh v6 nghiém;
e Vé4ib =0, phuong trinh c6 mot nghiém x = 0;
e V6ib >0, phuong trinh c6 hai nghiém ddi nhau.

3. Can bacn
3.1. Khai nigm: Cho s6 thuc b va sé nguyén duong n (n>2). Sé a duoc goi la ciin bac n
cuabnéua"=h.
< Véinlévabe R: c duy nhat mot can bac n cua b, ki hieu 1a Y/b
b < 0: Khéng ton tai cin bac n

% Véinchanva b=0:Coémotcinbicncuablasé 0

b > 0: C6 hai can trai du, ki higu gié tri dwong 1a b ,
, Sl a s g

3.2. Tinh chat cin bac n con gid tri am la ~Yb

Ya_ [a
. %_ﬁ,
o (¥a) =%am;

a, khinle
* \/a_:{|a|, khi n chan;
° W:"\k/a,

Vi du 2: Rat gon biéu thuc
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2)¥9.4-27 b) {55
Giai

a) §/9.8/-27 = §/3*(-3%) =¥-3° =3

0) 3535 = (V) 5 =3(+5) =

4. Lu¥ thira v6i s6 mii hiru ti

4 A e m . ~ \ , A
Cho s6 thuc a duong va so hitu ti r=— trong d6 meZ,neN,n>2. Liiy thtra cta a vdi so
n
miirla a" xac dinh bai

m
n

=a" =4a

r

N

2
Vi dy 3: Tinh ) (%) b) (27)
Giai

Y (mj _il/:_é\t/;‘ >

_ 372 1 1.1
b) (27)3_ 27 3,_272 \/3_6—32 5

5. Tinh chit clia lay thira voi s0 mii thue

Cho a, b 12 nhitng s6 thuc duong; a,B 1a nhiing sé thyc tly y. Ta co:

® aa-aB — aoc+[3.
® ( aa )B :aoc.B.

e (a.b)” =a*.b;

Néua>1thi a*>a’ < o>p
Néua<1thi a*>a® < a<p

K/ K/
0’0 0’0
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Bai 1. Tinh:

2 2

a) 95.27°

-2

c) (0,04) ™ ~(0,125)3
Bai 2. Tinh:
1
a) a3+/a;

4

c) a3:3a;

-r-—LY TU TROMNG

BAI TAP

1 -0,75 5
b)[ j +0,25 2

16
ERE
d) 1444 : 9

1 1
b) b2.b3.8b;

1
d) ¥b:bE;

Bai 3. Viét cac so sau theo thu ty ting dan:

Q) 1372 (1)3 .
) b 2 )

Bai 4. Rat gon biéu thuc:

413 (a—1/3 + a2/3)

a
a) a (a3/4 + a—1/4)

-1 1
b) 980;(3] 1325,
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§2. HAM SO LUY THUA
1. Khai niém
Hamsé y=X",acce R duoc goi la ham sé luy thira.
1

Vidul: y=x2,y=x3y=x"y=x? lanhing ham sb liy thira

= Chu y: Téap x4c dinh ciia ham s6 lug thira y = X* tuy thugc vao gia tri cuac. | cy thé:
% Vgi @ nguyén duong: D= R
% Vi @ nguyén &m hoac®=0: D = R \{0}
% V6i a khong nguyén: D = (0; +w)

2. Dao ham cia ham s liiy thira

Ham s6 liy thira y=x* (aeR) c6 dao ham vaéi moi x >0 va

(th )p — Otx(zfl

- chay: | (v*) = auy

Vidu 3: {(3x2 —5X +1)i} = %(3x2 —BX +1)711 (3x2 —5X +1)'

3 (v 4
:Z(Bx ~5x +1) (6x —5)

3. Khio sat ham so liiy thira y = Xx°

y=x%a>0 y=x"a<0
1. Tap khao sét: (0;+) 1. Tap khao sat: (0;+oo)
2. Su bién thién 2. Su bién thién
y =ax®*>0,vx>0 y =ax*1<0,vx >0
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Gi6i han dac biét Gidi han dac biét
lim x* =0, lim x* =+ lim X* = +o0, lim x* =0.
x—0" X—>+o0 x—0" X—>+00

Tiém can: Khéng cé Tiém can:

Truc Ox la tiém can ngang

Truc Oy la tiém can dung cua db thi

3. Bang bién thién

X 0 +00 x10
00
y. + V -
0 0
4. P6 thi (Hinh vé& véi o >0) 4. P6 thi (Hinh v& véi a<0)
i
> 1 o=
<=1
1 v = ()
M .
*
) 1

= Chuay: Khi khao sat ham sé liiy thira voi s6 mil cu thé, ta phai xét ham sé do trén
toan bo tap xac dinh cua né.
-2
Vi du 4: Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé y = x 3

Giai

Tap xac dinh: D =(0;+)
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-5
Su bién thién: :%sz _ 2 <0
3x3

—=>Ham s luén nghich bién trén D

e Gidihan: lim y=+o0 ;lim y=0

x—0" X—>+00

e D thi c6 tiém can ngang Ia truc hoanh, tiém can ding 14 truc tung

Bang bién thién: x| -oo +00
y -
y

Do thi:

BAI TAP

Bai 1. Tim tap xéac dinh cua cac ham sb

1

a)y= (1-x) ®
b) y= (2—x2):
C) y=(x2 —1)72
Bai 2. Tinh dao ham cua cac ham sé sau
a)y:(2x2—x+1)é b) y:(xz—x—z)JE

Bai 3. Khao sat sy bién thién va vé dé thi ham sd

5

2) y=x° - b)y=x3
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§3. LOGARIT

1. Khai niém logarit

1.1. Pinh nghia: Cho hai s6 duong a, b véi a #1. SO a. théa man dang thirc a* = b dugc
goi la 16garit co so a caa b va ki hi¢u: log, b.

a=log,b<=a“=Db

Vidu1l: a) log,8=3vi 2°=8

1 -2
b) log,9=-2 vi (5) =9

3

1.2. Tinh chat: Cho hai s6 duong ava b, a # 1. Ta c6 tinh chat sau:

% log,1=0;log,a=1

log, b
% a™ =p, log,a* = &

1
Vidyu2: a)A=log,%8 = log,8°

w

: i3
= |092(23)5: log, 2° = 5

b) B = 92Iogg4 +4I09812: 92I0934.94I09812
— (32)2log34'(92)2|09812: 34Iogg4.812I09812
= (39", (812 ) = 4°.22= 1024

2. Quy tic tinh logarit

2.1. Logarit cia mot tich

Pinhlil

Cho ba sé dwong a, by, b, voi a#1, taco

Ioga(blbz) = Ioga bl + Ioga b2

@ Ldgarit cia mét tich bang tong céc 16garit.

Vidu 3: a) Tinh: log,9+log, 4 =1log,9.4=1og,36=2
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0| w

1
b) Tinh: Iog% 2+2Iog%§+log

1
2
2.2. Logarit cia mgt thwong

Pinh 1i 2

Cho ba sé dwong a, by, b, voi a#1, taco

Ioga% = log, b, - log, b,

2

@ Logarit ciia mér thirong bang hiéu céc 16garit.

m Dic biet: Ioga%:—loga b| (ab>0ax1)

9

4 1
Vidu4: Tinh log,49—-1log,343=1log, — =log,==—-log, 7=-1
u g, g, g, 343 g, 7 9,

2.3. Logarit ciia mgt liiy thira

Pinh [i 3

Cho hai sé dwong a, b voi a #1. V&i moi o, ta co

log, b* =alog, b

@ Logarit ciia mét liy thira bang tich cua so mii véi 1dgarit cia co sé.

B Djc biét: log, b = %Ioga b

Vi du 5: Tinh gi4 tri caa céc biéu thic:

1 2 9 2
a) log, 4" =log, 27 =7Iog22=7

b)log, /3 —%I09515 — log, v/3 - log, V15

J3 1 21
:Iogsﬁzlogsﬁzloggﬁ 2 ==3

2. Doi co sb
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Cho 3 s duong a, b, c véi a=1 c=1, tacod

log, b = log.b
log. a
B Dic biét:
1 1
log, b = (b#1); log , b = —log, b(a = 0)
log, a # o
log,15 3logi2
Vidu 6: Tinh: a) X

4. Logarit thap phan — logarit tw nhién

4.1. Logarit thap phan: 1a 1ogarit co s6 10.
log,, b duoc viét 1a logb hozc Igb

4.2. Logarit tu nhién: 1a 1ogarit co s6 e
log, b duoc viét 12 Inb.

Bai 1. Tinh gia tri biéu thirc

BAI TAP

A= |Og1 5]0925 2_17’ B = 43|0983+2|09165; C= (4)2—|ng 3
3

Bai 2. Tinh
1
a) log, =
) log, 2

d) log,;0,125
Bai 3. Tinh
3.) 4Iogz3

d) 4logB 27

b) Iogl2

4

e) log, 232
2

b) 27'°%2

) (5)|09125 27 ) (_

c) log, 43

f) log,27.33
3

C) 9I0gJ§ 2

1 jZ—IongS
NG
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§4. HAM SO MU. HAM SO LOGARIT

1. Him so miu

1.1. Pinh nghia

Cho sé thyc duong a # 1.

Ham sé y = a* dugc goi 1a ham s6 mii co s6 a.

«Chu y: Ham s6 y = e* con dugc ki hiéu: y = exp(x).
1.2. Pao ham cia ham sb mii

Pinhli 1

Ham sb y =e* c6 dao ham tai moi x va

(ex)v =g~

@ Chi y: Véi u = u(x), taco: (e’ ) =u'e".

Pinh 1i 2

Ham s6 y=a*(a>0,a 1) c6 dao ham tai moi x va

(aX ) —a*Ina.

Vi du 1: Tinh dao ham:
a) (2) = 2"In2
b) (3°) = (cosx) .3°°*In3 = -sinx.3°*In3
c) (%) = (2x) ™ = 2 &*
d) (e™™) = (sinx) ™ = cosx "™
Vi du 2: Tinh dao ham cta ham sé y =5+

1.3. Khao sat ham sé y = a*, (a > 0, a#1)

y=a‘,a>1 y=a*0<a<1
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1. Tap xac dinh: R
2. Su bien thién
y=a"Ina>0,Vx.

1. Tap xac dinh: R
2. Su bien thién
y=a"Ina<0,Vvx.

Giéi han dac biét

lima* =0, lim a* = +oo.

X—>—00 X—>+0

Tiém can
Truc Ox la tiém can ngang.
3. Bang bién thién

X —0 0 1 +00

+00

4. P thi

v

Gi6i han dac biét

lim a* =+oo, lim a* =0.

X—>+0

X—>—0

Tiém can
Truc Ox la tiém can ngang.
3. Bang bién thién

X —00 0 1
y=f - _- -
400
a
y \
0
4. Db thi
y=a v 4
1
d XI\_
(0] 1 X

2. Ham s0 16garit

2.1. Dinh nghia

Cho s6 thuc duong a va a # 1. Ham séy = log, x duoc goi 1a ham sé 16garit co sd a.

= Luu y: Ki hidu: y = logx (hoic lgx) 12 ham s6 16garit co s6 10;
y = Inx la ham so 16garit co so e.

2.2. Pao ham ciia ham sé l6garit
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Pinh 1i 3

Ham sb y =log, x(a >0,a #1) c6 dao ham tai moi diém tai moi x >0 va

(log ,x) =
xIlna
(nx) ==
=  Pac biét: X
=Chiy: Doi vai ham hopy =log, u(x), ta co
(log ,u) =——.
ulna
Vi du 3: Tinh dao ham
a) (log, cos x) = (cosx) __—sinx _ —tanx
cosx.In3  cosx.In3 In3
2X

2‘ e —
(“1” ) _ 214X _ X

Jexd e 1+x

b) (InV1+x%) =

2

2.3. Khao sat ham sé ldgarit y =log, x, (a>0,a # 1)

a>1 O<acx<l
a) Tap xac dinh: D = (0;+o0); a) Tap xac dinh: D = (0;+x);
tapgiatrilaR tapgiatrilaR

b) Pong bién trén khoang (0;+c0) b) Nghich bién trén khoang (0;+o0)
¢) Bo thi : ¢) Bo thi :

-Pi qua diém M(1;0) -Pi qua diém M(1;0)

-Nam & bén phai tryc tung -Nam & bén phai truc tung

-Nhan truc tung lam tiém can - Nhan truc tung lam tiém can duang.

dang.
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y A A
y=log.x

e

[
|

0 M

v

X 0 M X

y=log.x

BAI TAP

Bai 1. Tinh dao ham cua c4c ham sb:

X+1
3X

a) y=2xe* +3sin2x; b) y=5x*-2*cosx; ¢C)y=
Bai 2. V& do thi cua cac ham sé:

1 X

a =4%; b) y=|=].
)y )y (4)
Bai 3. Tim tap xac dinh cua cac ham sé:

a) yZIng(S_ZX); b) y:|Ogs(X2—2X);

c) y=log, (x* —4x+3); d) y:IogMy.
: _

Bai 4. Tinh dao ham cua cac ham sé:

a) y=3x’—Inx+4sinx;
b) y=log(x*+x+1);

0 y= log, X
X

-35-




-'r--LY TU TROMNG

ON TAP CHUONG II

Bai 1. Tim tap xac dinh ctia c4c ham sé sau:

2 8x+2
a) y= ; b) y=log, :
4* -2 1-x

¢) y=4/logx+log(x+2); d) y=+/25"-5
Bai 2. Cho log, x = V2. Tinh gié tri cia biéu thac A = log, x* + log% x3 + log, x.
Bai 3. Biét 4 +47 =23. Hay tinh 2" +2°"
Bai 4. Cho 109 0=3100,€==2 "ty tinh 100, X 4.

43
a) x=a%’Jc; b)x:aJB

C3

Bai 5. Tinh dao ham cua cac ham sé:

1 1 .
= ; b =3/(3 —22; = : h —eX :
a) y 21 3x) ) Y=3(38x-2) c)y T ) y=e*sinx
d) y=3x2-log,x; e) y=(3x*-2)log, x g) y=In(cosx); i) y:e €
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Chuwong I. KHOI PA DIEN

Muc tiéu i
Sau khi nghién ctru chuong nay, hoc sinh co thé:
- Biét duoc cac khai niém vé khoi da dién, khoi da dién 161, khoi da dién déu
- Giai duoc céc bai tap vé khdi da dién, khdi da dién 16i, khéi da dién déu.
- Tinh dugc thé tich caa khdi da dién, thé tich khéi lang tru, thé tich khéi chop.
- Say mé va yéu thich tim hiéu cac bai toan vé khdi da dién.

§1. KHAI NIEM VE KHOI PA DIEN

1. Khéi ling tru va khdi chép

e Khoi ling tru (khdi chop, khbi chdp cut) 1a phan khong gian duoc gisi han boi
mot hinh lang tru (hinh chdp, hinh chép cut) ké ca hinh lang tru (hinh chdp, hinh
chop cut) ay.

e Tén goi va cac thanh phan: dinh, canh, mat bén, ... duoc dit twong @ng voi hinh
tuong rng.

e Diém trong — Diém ngoai.

Vi du 1: Hop banh d6 1a hinh lang try, hinh kim ty thap ai cap d6 1a hinh chop, hinh qua cén
do6 1a hinh chop cut.

2. Khai niém vé hinh da dién, va khoi da dién

2.1. Khéi niém vé hinh da dién

Hinh da dién /a hinh duwoC tao bdéi mét sé hitu han cdc da gide thoa man hai tinh chat:

a) Hai da gidc phdn biét chi c6 thé: hodc khdng c6 diém chung, hodc chi c6 mét dinh
chung, hoac chi c6 mégt canh chung.

b) Mdi canh cia da gidc ndo ciing la canh chung ciia diing hai da gidc.

-37-



Vi du 2: Hinh da dién B

2.2. Khai niém vé khéi da dién

e Khoi da dién 12 phan khéng gian dwoc gidi han béi mét hinh da dién, ké ca hinh da dién
do.

e Tén goi va cac thanh phan: dinh, canh, mdt bén, ... dwoc dat twong vmg Véi hinh da dién
tuwong ung.

Mién ngoai

DPiém trong

Diém ngoai —> 4 M

e Piém trong — Piém ngoai
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Mién trong — Mién ngoai

e Mdi hinh da dién chia cdc diém con lgi cia khong gian thanh hai mién khong giao nhau
la mién trong va miéen ngoai Cua hinh da dién, trong doé chi ¢ mien ngoai la chzza hoan toan
mot duwong thang nao day.

Vi du 4: Vién kim cuong 1a khéi da dién.

3. Hai da dién bing nhau

3.1. Phép dai hinh trong khéng gian

» Trong khdng gian, quy tac dit twong g mdi diém M véi diem M’ xéc dinh duy nhét duoc
goi la mgt phép biéen hinh trong khéng gian.

e Phép biér} hinh trong khong gian dugc goi 1 phép doi hinh néu né bao toan khoang céch
gitra hai diem tuy y.

a) Phép tinh tién theo vecto v

=l

T MM &S MM =y M M
b) Phép doi xirng qua mdt phang (P)
M

-
et

K M

";._,,,__

D,

P) MM’
—NéuM e (P)thi M’ =M,
—Néu M g (P) thi MM nhdn (P) lam mdt phang trung tryc.

¢) Phép déi xarng tam O

Dy:Mm=>M' g
~NéuM =0 thi M’=0,
—Néu M =0 thi MM ’nhdn O lam trung diém.
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d) Phép doi xieng qua dwong thang A

/

N
E\
\
f

D,:Mmr—M'
—NéuM e Athi M’=M,
—Néu M ¢ Athi MM’nhdn A lam dwong trung truc.
Nhdn xét:
e Thuc hién lién tiép cac phép doi hinh sé dwroc mét phép doi hinh.

e Néu phép doi hinh bién (H) thanh (H?) thi n6 bién dinh, mat, canh cia (H) thanh dinh,
mat, canh twong ung cua (H”).

Vi du 5: Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C'D’ ¢6 tdm O. Tim anh cua ti giac ABCD qua:

Fa g [
,—1//.:\ D
n
[}
1
BES T -7 C
" D"’

a) Phép tinh tién theo v=AA';
b) Phép ddi xing qua mit phang (BB'D'D);
¢) Phép dbi xing tam O;
d) Phép d6i xtrng qua dudng thang AC'.
3.2. Hai hinh bing nhau
e Hai hinh dgl bang nhau néu c6 mét phép doi hinh bién hinh nay thanh hinh kia.

e Hai da dién dgl bang nhau néu cd mét phép doi hinh bién da dién nay thanh da dién
kia.

Vi du 6: Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Ching minh hai ling tru ABD.A'B'D’ va
BCD.B'C’'D’ bang nhau.
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4. Phan chia va lip shép cic khoi da dién

Néu khoi da dién (H) 1a hop cua hai khai da dién (H;) va (H,) sao cho (H;) va (H,) khong
¢6 chung diém trong ndo thi ta néi c6 thé chia dwoc khéi da dién (H) thanh hai khéi da
dién (H,) va (H,), hay c6 thé lap ghép hai khoi da dién (H,) va (Hy) véi nhau dé duwoc
khoi da dién (H).

|
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Ir/ it s
A kil
Ry
4

-
#

1
1
1 1
|
|
+

I
I
s
.
’

(H)
Vi du 7: Cho khéi lap phuong ABCD.A'B'C'D’.
a) Chia khdi lap phuong thanh 2 khéi lang tru;
b) Chia khoi lang tru ABD.A'B'D’ thanh 3 khdi ta dién.

B Nhan xét: Mgt khéi da dién bat Ki ludn c6 thé phdn chia dwoc thanh nhiing khéi tiz
dien.
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BAI TAP
Bai 1: Chia mét khéi 1ap phuong thanh 5 khéi ta dién.

D C

A’ B'

Bai 2: Chia mot khdi lap phuong thanh 6 khéi tir dién bang nhau.
a) Néu céch chia?
b) Néu cach chirng minh cac khéi ta dién bang nhau?

D C

A’ B'

Bai 3: Chung minh rang néu khdi da dién c6 cac mat 1a tam giac thi sé mat phai 12 s6 chan.
Hay chi ra nhitng khoi da dién nhu thé véi s6 mat bang 4, 6, 8, 10.

Bai 4: Chang minh rang néu khoi da dién c6 cac mt 1a tam giac va mdi dinh la dinh chung
cua 3 canh thi do 1a khoi tu dién.
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§2. KHOI PA DIEN LOI VA KHOI PA DIEN PEU

1. Khoi da dién 10i

Khoi da dién (H) duoc goi la khoi da dién 16i néu doan thang néi hai diém bat ki cua (H)
ludn thudc (H). Khi d6, da dién xac dinh (H) duoc goi la da dién loi.

Vi du 1: Cac khéi lang try tam giac, khdi hop, khéi tir dién 1a nhitng khéi da dién 16i.

Vi du 2: Khéi da dién khong 1i

Nhan xét: Mét khoi da dién 1a khéi da dién 16i khi va chi khi mién trong cia né luén nam
vé Mot phia doi voi moi mat phang chiza mét mat cua no.

2. Khoi da dién déu

Khdi da dién déu 1a khéi da dién 15i co cac tinh chat sau:

a) Mdi mat cua nd 1a mot da giac déu p canh:;
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b) Mai dinh cua né 1a dinh chung cta dung q mit.
Khéi da dién déu nhu vay duogc goi 1a khéi da dién déu loai (p; ).

Pinh Ii: Chi ¢d 5 logi khoi da dién. D6 la cdc logi [3; 3], [4; 3], [3; 41, [5; 31, [3; 5]

=

Tur trai qua phai lan luot 12 cac khéi ta dién déu, khéi 1ap phuong, khéi bat dién déu,
khoi muoi hai mat déu, khoi hai muoi mat deu.

Bang tom tit ciia nim loai khéi da dién déu

Loai Tén goi S§dinh | S§canh | S&mat
(3:3) | Tadien déu 4 6 | 4
(4:3) | Lap phuong 8 2 | 6
{3;4) | Batdién déu 6 12 | 8
{5:3} | Mudihai mat déu 20 30 | 12
(3:5) | Hai muoi mat déu 12 30 | 20

Vi du 3: Chirng minh rang:
a) Trung diém cac canh cua mot tr dién déu 1a cac dinh cuia mot hinh bat dién déu;

b) Tam cac mat cua mot hinh 1ap phuong 1a cac dinh cua mot hinh bét dién déu.

N .

a) Cho ti dién déu ABCD, canh bang a. Goi I, J, E, F, M va N lan luot 13 trung diém cua
céc canh AC, BD, AB, BC, CD, va DA.
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Tam tam giac déu trélj tao thanh m(:)t da dién cé cac dinh l,J, E, F, M, N ma mdi dinh 1a
dinh chung cua ding bon tam giac déu. Do do da dién ay la da dién déu loai {3; 4}, tuc la
hinh béat dién deéu.

D C
N ,
e
A T PN T B
oo e
VRN M '
STkl o1 8 '
N, ‘I‘\: N ;'E’:( e F
) e N -
//I \‘l‘;:.‘f':
A T N
A -

b) Cho hinh lap phuong ABCD.A B'C'D'¢c6 céc canh bang a. Goi |, J, E, F, M va N lan luot
la tim cua cac miat ABCD,A'BCD, ABB'A’, BCCB', CDDC va DAA D cua hinh lap
phuong. Pé y rang 6 diém trén cung lan luot 1a trung diém cua cac canh AC, ABCD
BD,AB,BC,CD va D'A cua tt dién déu nén theo cau a) sau diém do6 1a cac dinh caa hinh
bat dién déu.

BAI TAP

Bail: Cho hinh lap phuong (H). Goi (H ) 1a hinh bét dién déu c6 cac dinh 1 1a tam cac mat
cua (H). Tinh ti sé dién tich toan phan cua (H) va (H ).

Bai 2: Chting minh rang tam cua cac mat cua hinh tir dién déu 1a cac dinh ciia mot hinh ta
dién déu.

Bai 3: Cho hinh bét dién déu ABCDEF. Chirng minh rang:
a) Cac doan thang AF, BD va CE d6i mot vudng géc véi nhau va cat nhau tai trung diém
moi duong;
b) ABFD, AEFC va BCDE la nhiing hinh vuong.
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§3. KHAI NIEM VE THE TiCH CUA KHOI PA DIEN

1. Thé tich ciia khéi da dién

o Thé tich cua khoi da dién (H) 1a mét sé duong duy nhat V gy thod man céc tinh chdt sau:
a) Néu (H) 1a khoi ldp phirong c¢é canh bang 1 thi Vi = 1;

b) Néu hai khéi da dién (Hy), (Hy) bang nhau thi V=V (42);

¢) Néu khéi da dién (H) dwoc phan chia thanh hai khéi da dién (H;), (H,) thi

Vi = Viuy + Vo

e V) ciing duwroc goi la thé tich cua hinh da dién gidi han khéi da dién (H);

e Khéi ldp phirong c6 canh bang 1 dwoc goi 1a khei ldp phirong don vi.
Vi du 1: Tinh thé tich caa khdi hop chir nhat ¢ 3 kich thuéc 1a nhitng s6 nguyén duong.

a) Co thé chia (Hy) thanh bao nhiéu khdi (Ho)?
b) C6 thé chia (H,) thanh bao nhiéu khoi (H1)?
c) Co thé chia (H) thanh bao nhiéu khoi (H,)?

pomgpeeegreyey

7 W
A Y
Y

7 ({11 1L

(Hy) (H)) (Hp) (H)

Pinh li: Thé tich cia mét khoi hdp chiz nhdt bang tich ba kich thwéc cua né.

V= ahc
Vi du 2: Goi a, b, ¢, V lan luot 1a ba kich thuéc va the tich cua khéi hop chix nhat. Tinh va
dién vao 0 trong:

a b C V

1 2 3

4 3 24

T

2

1 1 1
3
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2. Thé tich khoi ling tru
Pinh Ii: Thé tich khoi ling tru bang dién tich day B nhdn véi chiéu cao h.

V=B.h

Vidu3: Goi S, h, V lan luot Ia the dién tich day, chiéu cao va thé tich khéi lang try. Tinh va
dién vao 06 trong:

S h \Y
8 7
8 4
8 4
3 12
2

Vi du 4: Cho lang try déu ABCD.A'B'C'D’ canh day bang a. Géc giita duong chéo AC’ va
day bang 60°. Tinh thé tich cta hinh lang tru.

Huéng dan: AC'A'=60° va
h = CC' = AC.tan60’
- w6
— V = Spscn.CC' = a6

Vi du 5: Hinh lang tru datng ABC.A'B'C’ ¢c6 day ABC la mot tam giac vudng tai A, AC = b,
C =60°. Puong chéo BC' ciia mit bén BB'C'C tao véi mp(AA'C'C) mot gc 30°. Tinh thé
tich cua lang tru.
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Huéng dan: BCA =30°

AC’ = AB.cot30° = 3b
CC' = JAC?—AC? =242

— V=136,
3. Thé tich khéi chop

Binh Ii: Thé tich khdi chop bng % dién tich ddy B nhdn véi chidu cao h.

v=Lpp
3

B C

Vi du 6: Goi S, h, V lan luot Ia thé dién tich day, chiéu cao va thé tich khéi chop. Tinh va
dién vao 06 trong:

S h Vv
8 7
8 4
8 4
3 12
2

Vi du 7: Cho hinh chép tam giac déu S.ABC. Tinh thé tich khdi chop néu biét:
a) AB=avaSA=b;

b) SA = b va g6c giira mit bén va day bang a.
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Hudng dan

2
a) h=S0 = Vs4%2-A0? = ,/bz —%

b)

h:OM.tanazﬂtana b.tan a
6 —> a

2 / 2
h? =SA% ~0A? b - - 4rtan”a

b.tana

\/4+tan2a

Vi du 8: Cho hinh lang try tam giac ABC.A’B'C’. Goi E, F lan luot 1a trung diém cua AA/,
BB'. buong thang CE cat C'A’ tai E'. Puong thang CF cat C'B’ tai F'. Goi V la thé tich khoi
lang tru ABC.A'B'C'.

h:

a) Tinh thé tich khéi chop C.ABFE theo V;

b) Goi khdi da dién (H) 1a phan con lai cua khéi ling tru ABC.A'B’C’ sau khi cit bo di khdi
chép C.ABFE. Tinh ti s thé tich caa (H) va cua khéi chop C.C'E'F'.
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BAI TAP

Bai 1: Cho lang tru tam gidc ABC. A’'B'C’ ¢6 day ABC 1a mot tam giac déu canh a va diém
A’ cach déu cac diém A, B, C. Canh bén AA'’ tao v6i mit phiang day mot goc 60°.

a) Tinh thé tich khéi lang tru;

b) Chirng minh BCC’B’ la m6t hinh chir nhat.

Bai 2: Cho tam giac ABC vudng can & A va AB = a. Trén duodng thang qua C va vudng goc
v6i mp(ABC) lay diém D sao cho CD = a. Mt phang qua C vuéng géc véi BD cat BD tai F
va cat AD tai E. Tinh thé tich khoi tir dién CDFE theo a.

Bai 3: Cho hinh chop S.ABC. Trén céc doan thang SA, SB, SC lan luot lay 3 diém A’, B’, C’
khéc S. Chang minh:

Voanc: SA' SB' SC'

Vi age SA SB'SC

BAI TAP ON CHUONG I

Bai 1: Cho hinh chop tam giac S.ABC c6 AB = 53, BC = 6a, CA = 7a. Cac mat bén SAB,
SBC, SCA tao véi day mot goc 60°. Tinh thé tich khéi chop do.

Bai 2: Cho hinh chép tam gic déu S.ABC c6 canh AB = a. péc canh bén SA, SB, SC tao
v6i day mot goc 60°. Goi D 1a giao diém cua SA véi mit phing qua BC va vudng goc Véi
SA.

a) Tinh ti s6 thé tich cua hai khéi chop S.DBC va S.ABC;

b) Tinh thé tich caa khdi chép S.DBC.

-850 -



-'r--LY TU TROMNG

Bai 3: Cho hinh chop tam gidc O.ABC c¢06 ba canh OA, OB, OC d6i mdt vubng goc vai
nhau va OA = a, OB = b, OC = c. Tinh d6 dai duong cao OH cua hinh chap.

Bai 4: Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudéng canh a, canh SA=a va SA
vuodng goc vai day.

a) Tinh thé tich khoi chop S.ABC;
b) Tinh khoang céch tir A dén mat phang (SBC).
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Chuwong II. MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

Muc tiéu
Sau khi nghién ctru chuong nay, hoc sinh co thé:
- Biét duoc cac khai niém veé mat nén, mat tru, mat cau

- Giai dugc céc bai tap vé hinh non, khéi nén, hinh tru, khi cau.
- Tinh duoc .
- Say mé va yéu thich tim hiéu cac bai toan vé& mat non, mat try, mat cau.

§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

1. Su tao thanh mat tron xoay

Trong khong gian, cho mit phang (P) chira dudng thang A va mot duong (C). Khi quay (P)
quanh A mot géc 360° thi mdi diém M trén (C) vach ra mot duong tron ¢ tam O thudc A va
nam trén mp vudng goc véi A. Khi d6 (C) s& tao nén mot hinh dugc goi 13 mit tron xoay. (C)
duogc goi la duong sinh cta mat tron xoay do. A dugce goi la truc cia mat tron xoay.

2. Mt nén tron xoay

2.1. Mat nén tron xoay

Trong mit phiang (P) c6 hai duong thang d va A cit nhau tai diém O va tao thanh géc nhon
B. Khi quay (P) xung quanh A thi d sinh ra mot mat tron xoay duoc goi la mat non tron xoay
dinh O. A goi la truc, d goi la duong sinh, géc 2 goi la goc ¢ dinh cua mat non do.
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2.2. Hinh ndn tron xoay

Cho AOIM vudng tai I. Khi quay né xung quanh canh goc vudng OI thi duong gap khic
OMI tao thanh mot hinh dugc goi 1a hinh nén tron xoay.

— Hinh tron (1, IM): mat day
—O: dinh

— OI: duong cao

— OM: duong sinh

— Phan mat tron xoay sinh ra béi OM: mit xung quanh.

2.3. Khoi non tron xoay

Ph’én khong gian duoc gidi han boi mot hinh nén tron xoay ké ca hinh non d6 duoc goi 1a
khoi nén tron xoay.

— Piém ngoai: Biém khdng thudc khdi nén.

— Piém trong: Diém thudc khdi nén nhung khong thudc hinh nén.
— binh, mat day, duong sinh

2.4. Digén tich xung quanh caa hinh nén

a) Mot hinh chop duoc goi 1a noi tiép hinh nén néu day cua hinh chép 1a da giac noi tiép
duong tron day cua hinh non va dinh cua hinh choép 1a dinh cua hinh non.

Dién tich xung quanh cua hinh non la gi¢i han cua dién tich xung quanh cua hinh chop déu
noi tiep hinh nén do khi so canh day tang Ién vo han.

b) Dién tich xung quanh cta hinh nén bang nua tich d6 dai duong tron day véi do dai
duong sinh:

Sq = Tl

Dién tich toan phan cua hinh nén bang tong dién tich xung quanh va dién tich day.

Cha y: Néu cat mat xung quanh caa hinh nén theo mot duong sinh rdi trai ra trén mot mat
phang thi ta dugc mot hinh quat c6 ban kinh bang d6 dai duong sinh va moét cung tron c6 do

dai bang chu vi dudng tron day cia hinh nén. Khi do: Seq = Squar =L
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2.5. Thé tich khéi non

Thé tich khdi non 1a gisi han cua thé tich khéi chép déu noi tiép khdi non d6 khi sé canh
day tdng 1én vO0 han, vdi h 1a khoang cach tir dinh to1 day. Khi do:

V =£nr2h
3

3. Mt tru tron xoay

3.1. Mat tru tron xoay

Trong mit phang (P) cho hai duong thang A va | song song nhau, cach nhau mot khoang
bang r. Khi quay (P) xung quanh A thi | sinh ra mot mit tron xoay dwogc goi 13 mat try tron
xoay. A goi la truc, | goi 1a duong sinh, r 1a ban kinh cua mat tru do.

3.2. Hinh tru tron xoay

Xét hinh chit nhat ABCD. Khi quay hinh d6 xung quanh duong thang chtra 1 canh, chang
han AB, thi duwong gap khic ADCB tao thanh mot hinh dugc goi 1a hinh tru tron xoay.

— Hai day.
— DPuong sinh.
— Mat xung quanh.

— Chiéu cao.
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3.3. Khéi tru tron xoay

Phan khéng gian dwgc gidi han bai mét hinh tru ké ca hinh tru d6 duoc goi 1a khai tru tron
xoay.

— Piém ngoai.

— Piém trong.

— Mit day, dudng sinh, chiéu cao

3.4. Dién tich xung quanh caa hinh tru

a) Mot hinh lang tru duoc goi 1a noi tiép mot hinh try néu hai day cta hinh lang tru noi tiép
hai duong tron day cua hinh tru.

Di¢n tich xung quanh cua hinh tru la giéi han cua di¢n tich xung quanh cua hinh lang try
deu noi tiep hinh tru khi s6 canh day tang 1én vo han.

b) Dién tich xung quanh cua hinh tru bang tich d6 dai dudng tron day va d6 dai duong sinh.

.y qu =27rrl

Dién tich toan phan cua hinh tru bang tong dién tich xung quanh va dién tich cua hai day.

Chu y: Néu cat mat xung quanh cua hinh tru theo mot duong sinh, roi trai ra trén mot mt
phang thi s€ dugc mot hinh chir nhat c6 mot canh bang duong sinh | va mot canh bang chu
vi duong tron day. Khi do:

qu = Shcn = 2m‘|
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3.5. Thé tich khéi tru

Thé tich khéi tru 1a gi6i han cua thé tich khéi lang tru déu noi tiép khdi tru d6 khi sé canh
day tang 1€n vO0 han, vdi h 1a khoang cach gitra hai mat day. Khi do:

V =7xr’h

Vi dy 1: Cho tam giac OIM vuodng tai I, géc IOM =30%, IM = 2a. Khi quay AOIM quanh
canh goc vuong OI thi duong gap khic OMI tao thanh mot hinh nén tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh nén do;

b) Tinh thé tich khéi nén tron xoay tao thanh.

o

Giai
Ta c6: 1= OM =4a. Do do: S,q = nrl = 4na’

Sra’ \/5

3

Taco:h=0I=2a/3=V =

Vi du 2: Cho hinh nén tron xoay ¢6 dudng cao h = 20cm, ban kinh day r = 25 cm.
a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh non ;
b) Tinh thé tich khéi non tao thanh;

¢) Mot thiét dién di qua dinh cua hinh non ¢é khoang céch tir tam cia ddy dén mat phang
chura thiét dién la 12 cm. Tinh dién tich thiét dién do.

S
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Giai
a) Ta c6: SB=vh? +r? =5/41. Sy, = rl = 1.25. 5J41=12541 cm?.

b) Thé tich khdi non 13: V = zr2h = 7.252.20 =125007 cm®

1 _ 1 1
OH? 05 O0I°

¢) Ta c6: OH L SI(I 1a trung diém cua AB), Do dé: = Ol = 15 (cm)

AB = 2IB =40cm, SI=25cm la dudng cao ctia tam gidc SAB.
VAy: Spsag = %SI.AB — 25.20 =500cm?.

Vi du 3: Cit hinh nén dinh S boi mit phéng di qua truc cua hinh nén ta dugc mot tam giac
SAB vudng can tai S c6 canh huyén bang a2 .
a) Tinh dién tich xung quanh, dién tich day va thé tich cia khéi nén tuong Gng;

b) Cho day cung BC cua duong tron day hinh non sao cho mp(SBC) tao voi mp chira day
hinh nén mét géc 60°. Tinh dién tich tam giac SBC.

S
A B
Giai
ayro V2 a2,
2 2
S _\/Enazs _7Z'a2_v_\/§72'a3
T Ay T

b) Ta co: SHO =60°. Do d6 : OH = ﬂ, BC=2HB=22 SH= a2
) 23 NG 5

a2

= Sjspc = 3
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BAI TAP

a3

Bai 1: Cho hinh chép S.ABC c6 ddy 14 tam giac déu ABC canh a, canh bén SA= — vudng

goc voi mat phiang (ABC). Goi H 14 trung diém BC. Cho tam giac SAB quay quanh SA 360°
dé tao thanh hinh nén. Tinh dién tich xung quanh, dién tich day va thé tich cua khéi nén
tuong ung.

Bai 2: Cho hinh chop S.ABCD, day la hinh vuong canh a, SA=a+/3 vudng goc véi day. Cho
tam gidc SAC quay quanh SA 360° dé tao thanh hinh nén. Tinh dién tich xung quanh, dién
tich day va thé tich cta khoi non tuong Gng.

Bai 3: Cho hinh nén tron xoay c6 d¢ dai duong sinh I = 40cm, ban kinh ddy r = 20 cm.
a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh non;
b) Tinh thé tich khéi nén tao thanh;

¢) Mot thiét dién di qua dinh caa hinh non c6 khoang cach tir tim cuia day dén mit phang
chtra thiét dién la 5 cm. Tinh dién tich thiét dién do.

Bai 4: Mot hinh tru ¢6 ban kinh day R va duong cao RV3. A vaBla2 diém trén 2 duong
tron day sao cho goc hop boi AB va truc cua hinh tru 1a 30°.

a) Tinh dién tich thiét dién qua AB va song song véi truc cia hinh try;

b) Tinh Syq, Sy, V ctia khéi tru.
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§2. MAT CAU

1. Mat cau va cac khai niém lién quan dén méat cau
1.1. Mat cau

Tap hop nhiing diém M trong khong gian cach diém O ¢ dinh mot khoang khong doi bang
r (r> 0) duoc goi 1a mat cau tdm O ban kinh r. Ki hiéu S(O; r). S(O;r) ={MIOM =r}

o Mot mat cau duoc xac dinh néu biét tam va ban kinh caa né.

Ll

1.2. Piém nam trong va nam ngoai mit cau. Khéi cau
e Cho S(O; r) va diém A bat ki.

—~OA =r< Anam trén (S);

— OA <r < Anam trong (S);

— OA > r < A nam ngoai (S).

* Tap hop céc diém thudc S(O; r) cling véi céc diem nam trong mét cau d6 duoc goi 1a khdi
cau hoac hinh cau tdm O ban kinh r.

1.3. Puong kinh tuyén va vi tuyén cia mit cau

— Mat cau 1a mit tron xoay dugc tao bai mot nira dudng tron quay quanh tryc chira duong
kinh ctia duong tron do.

— Giao tuyén ciia mat cAu Vi cac nira mit phang c6 bo 1a truc cua miat cau duoc goi 1a
kinh tuyén ctia mat cau.

— Giao tuyén (néu cd) ctia mat cAu voi cidc miat phing vudng goc véi truc duge goi 1a vi
tuyén cua mat cau.

— Hai giao diém ctia mit cau véi truc duoc goi 1a hai cuc.
1.4. Biéu dién mat cau
Nhén xét: Hinh biéu dién caa mat cau qua phép chiéu vudng goc 1a mét hinh tron.

— V& mot duong tron c6 tdm va ban kinh 12 tdm va ban kinh cua mat cau;
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— V& thém mét vai kinh tuyén, vi tuyén cia mat cau do.

™™ VT tuyén

inh tuyén

2. Giao cua mat cau va mat phang

Cho mat cau S(O; r) va miat phang (P). Pat h = d(O, (P)).

e h>r < (P) va (S) khong co diém chung;
e h=r < (P) tiép xdc voi (S);

e h <r < (P) cit (S) theo dudng tron tdm H, ban kinh ' =+/r? —h? .

Puimg tron lom

Chay:
e biéu kién can va du dé (P) tiép xtc vai S(O; r) tai H 1a (P) vudng goc véi OH tai H.

e Néu h = 0 thi (P) cit (S) theo dudng tron tdm O ban kinh r. Dudng tron nay dugc goi la
duong tron 16n va (P) duoc goi 1a mat phang kinh ciia mat cau (S).

3. Giao cua mat cau voi duwong thang. Tiép tuyén cua mat cau

Cho mat cau S(O; r) va duong thang A. Goi d = d(O, A).

e d>r < Ava (S) khong co diém chung;
e d =r < Atiép xtc véi (S);

e d<r< Acit (S) tai hai diém M, N phan biét.




-'r--LY TU TROMNG

e Chuy:

% Diéu kién can va du dé duong thang A tiép xdc véi mat cau S(O; r) tai diém H 12 A
vubng goc véi ban kinh OH tai H. A duoc goi 1a tiép tuyén, H duoc goi 1a tiép
diém.

< Néu d = 0 thi A di qua tdm O va cit (S) tai hai diém A, B. AB la duong kinh cua
(S).

Nhan xét:

a) Qua mot dlem A nam trén mat cau S(O; r) c6 vo sb tiép tuyén cuaa (S). Tat ca céc tiép
tuyén nay déu nam trén mat phang tiép xdc vai (S) tai A;

b) Qua mot diém A nam ngoai mit cau S(O; r) ¢6 vo sb tlep tuyén Voi (S). Céac tlep tuyen
nay tao thanh mot mat non dinh A. Khi d6 d6 dai cac doan thang ké tir A dén céc tiép diem
déu bang nhau.

— Tai mdi diém trén duong tron co 1 tiép tuyén.

— Qua 1 diém nam ngoai duong tron cd 2 tiép tuyén. Cac doan tiép tuyén 1a bang nhau.

A 6

& ks
e Mit cau duoc goi 1a ndi tiép hinh da dién néu mat cau do tiép xic voi tit ca cac mit cua
hinh da dién.

o Mit cau duogc goi 1a ngoai tiép hinh da dién néu tit ca cac dinh cua hinh da dién déu nam
trén mat cau.

A B

4. Cong thire tinh dién tich mit ciu va thé tich khoi ciu

Cho mat cau S(O; r).

e Dién tich mat cau: S=4zr’
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e Thé tich khdi cAu: V==rr
Cha y:
e Dién tich mat cau bang 4 1an dién tich hinh tron 16n cia mat cau do.

e Thé tich khéi cau bang the tich khoi chdp c6 dién tich dy bang dién tich mat cau va cé
chiéu cao bang ban kinh caa khoi cau do.

Vi du 1: Cho hinh chép ti giac déu S.ABCD c6 canh day bing a2, ASAC vuong tai S.
Xac dinh tdm va ban kinh mat cau ngoai tiep hinh chop.

Giai
ASAC vuong tai S = 0S=0A=0C
=0S=0A=0C=0B=0D
= O la tam ctia mat cau ngoai tiép hinh chop S.ABCD. Khi d6: R=0A = a .

Vi du 2: Cho hinh chép S.ABC c6 SA = a, SB = b, SC = c va ba canh SA, SB, SC d6i mot
vudng goc. Xac dinh tdm va ban kinh ctia mat cau ngoai tiép hinh chop.

Giai

Goi I 1a trung diém cua AB. Khi d6: I 1a tAm cta dudng tron ngoai tiép tam giac SAB. Qua I
dung truc A vudng goc voi mit phang day. Mit trung truc cia SC cat A tai mot diém O. Khi
do:

OA = 0B =0C = 0S= O € A va O thujc mit phang trung tryc cia SC.
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R=0A= \OI* +AI’ =

\/a2 +b 4¢P
2

Vi du 3: Cho mat cau ban kinh 2cm. Tinh thé tich caa hinh lap phuong:
a) Noi tiép mit cau.

b) Ngoai tiép mit cau.

a2

Giai
Canh hinh 13p phuong noi tiép mat ciu: a= 22 cm = V; = 162 cm®.
Canh hinh 1ap phuong ngoai tiép mt cau: b = 4cm = V, =64 cm®

Vi du 4: Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam giac vudng tai B va SA L (ABC). Goi
O 1a trung diém cua SC.

a) Chtirng minh A, B, C, S cling nam trén mot mat cau;

b) Cho SA = BC = ava AB = 4y/2. Tinh ban kinh mt cau trén.

Giai

a) ASAC vubng tai A = OA = OC = 0S
ASBC vubng tai B=> OB = OC = 0S
b) Ta co: AC? = AB? +BC? = 3a°

SC? =SA° +AC’ =44’ = SC=2a=R=a.
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BAI TAP
\ . p Y \ .y A ~ a«/§
Bai 1: Cho hinh chop S.ABC c6 day la tam giac déu ABC canh a, canh bén SA= —
vuong

gbc voi mit phang (ABC). Goi H 1a trung diém BC. X4c dinh tAm mit ciu ngoai tiép hinh
chop, tinh ban kinh mit cdu ngoai tiép hinh chop.

Bai 2: Cho hinh chép S.ABCD, day la hinh vuong canh a, SA=a«/3 vudng goc véi day. Xac
dinh tAm mat cau ngoai tiép hinh chop, tinh ban kinh mat cau ngoai tiép hinh chop.

Bai 3: Cho mét hinh chdp ti giac déu ¢ canh day 13 a, canh bén hop véi day mot goc 60°.
a) Xac dinh tdm va ban kinh mat cau ngoai tiép hinh chop ;
b) Tinh dién tich mat cau va thé tich khdi cau twong @ng.

Bai 4: Cho hinh chop S.ABC ¢6 ddy ABC la tam giac vudng tai B va SA L (ABC). Goi O la
trung diém cua SC.

a) Chirng minh A, B, C, S cling nam trén mot mat cau ;

b) Cho SA = BC = 4+/2 va AB = a. Tinh ban kinh mit cau trén.
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§3. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

1. Toa do cua diém va cua vecto

1.1. Hé toa do
Hé toa do Bé—céc vudng goc trong khong glan la hé gom 3 truc x'0x, y'Oy, z'Oz vudng

goc véi nhau timg d6i mot, voi cac vecto donvi i, j, k.

-~
!
y

=Y

Ry e

i k=ki=0

& |

ij=
e Toa do cta mot diém

M(X; Y; Z) <> OM = xi +yj +zk
Vi du 1: Xac dinh cac diém M(0;0;0), A(0; 1; 2), B(1; 0; 2), C(1; 2; 0) trong khbng gian

Oxyz:
1.2. Toa d¢ cia vecto
d=(aj;aya5) ©a=a +8,]+agk
ENhan xét
o M(x;;2) < OM = (x;;2)
e Toa do cta cac vecto don vi: i =(L0;0), j =(0;10),k = (0;0;1)

eVéc to- Khong: 0=(0;0;0)
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Vi du 2: Trong KG Oxyz, cho hinh hop chir nhat ABCD.A'B'C'D’ ¢6 dinh A trung vai O,
cac vecto AB,AD, AA’ theo tht tu cung huéng Véi i,k va AB = a, AD = b, AA’ = c. Tinh

toa do cac vecto AB,AC,AC’,AM ,véi M la trung diém cua canh C'D’.

z

A D
, :C 7
B e
|
- D
Ap————t__J2
/éO b y
xB c

2. Biéu thirc toa d6 ciia cac phép toin vecto

Pinh Ii: Trong KG Oxyz, chod = (a,;a,;a;), b =(b;;b,;bs) . Khi do:
i) da+b=(a,+b;a,+bya;+b,)

ii) a—b=(a,—b;a,—b,;a;—b,)

iii) kd=k(a;a,;a;)=(ka;kay kas) (ke R)
Hé qua
a,=b
*i=b<qa,=b,
a; = b,
o Véib=0
a,b cung phuong
a, =kb,
< JkeR:qa,=kb,
a; = kb,

o Cho A(x,;y,;2,)B(x,y,:2,)

; X, +X + +
M la trung diém cia doan AB: M( A2 B;yAZyB;ZAZZBJ
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3. Tich vo hwong

3.1. Biéu thirc toa dd caa tich vé hwéng

binh li: Trong khong gian Oxyz, cho:d = (a;;a,;a3), b= (by;b,;bs) .
ab=a;b, +a,b, +asb,

3.2.Ung dung

a) Do dai ciia mot vecto: a = /a? +a3 +a3

b) Khoang céch gitta hai diém: AB:\/(XB—xA)2+(yB—yA)2+(zB—zA)

2

c) Goc gitra hai vecto

aby +a,h, +azbs

cos(d, b) =
\/alz +a5+a3 \/bf +b3+b3

T dosuyra a L b < ah; +a,h, +azhy =0
Vi du 3: Trong KG Oxyz, cho A(1;1;1), B(-1;2;3), C(0;4;-2).
a) Tim toa do cac vecto AB, AC, BC, AM (M la trung diém cua BC).
b) Tim toa d6 cua vecto AC+3AB, AB—2AC;
¢) Tinh céc tich vo huéng ABAC, AB.(2AC)

4. Phwong trinh mit ciu

Pinh Ii: Trong khdng gian Oxyz, mdt cau (S) tam I(a; b; c), ban kinh r ¢6 phwong trinh:

(x—a)’ +(y—b)* +(z—c)’ =1°

7
e

’
‘
;T
I
/

-

Ifa;b;c)

Vi du 4: Viét phuong trinh mat cau c6 tdm I(1; —2; 3) va béan kinh r =5,

Nhan xét: Phuong trinh:
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X2 +y? +7° + 2ax+2by +2cz+d =0 voi a® +b%+¢?—d >0 1a phwong trinh mat ciu c6 tam

I(—a; —b; —¢) va ban kinh r=+a?+b2+c?—d.
Vi du 5: Xac dinh tm va béan kinh cua mit ciu c6 phuong trinh:
x2+y2+22+4x—2y+62+5:0
Giai
Phuong trinh mit cau da cho twong dwong voi phuong trinh sau:
(X+2)° +(y-1?+(z+3)* =3
Vay mit cau di cho c6 tam I = (-2; 1; -3), ban kinh r =3,
Vi du 6: Xac dinh tm va béan kinh cua mit cau c6 phuong trinh:
a) (x-2)%+(y-1)2+(z+3)? =64; c) (x+1)2+(y-2)%+(z-3)* =9
b) x2+y2 +2° —8x+4y—-2z-4=0; d) x2+y2 +22+4x—2y—4z+5:0
Vi du 7: Viét phuong trinh mat cau (S):
a) (S) cotam I(1; —3; 5), r = 3
b) (S) c6 tam 1(2; 4; —1) va di qua diém A(5; 2; 3);
¢) (S) c6 dudng kinh AB véi A(2; 4; 1), B(5; 2; 3).
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BAI TAP

Bai 1: Cho ba vecto a=(2;-5;3),b=(0;2;-1),c=(17;2).
a) Tinh toa do cta vecto d = 45—%5+3€ ;

b) Tinh toa d6 cua vecto e=a—4b—2c.
Bai 2: Cho ba diém A = (1;-1;1),B=(0;1;,2),C=(1;0; 1).
Tim toa do trong tdm G cua tam giac ABC.

Bai 3: Cho hinh hop ABCD.ABCD biét A = (1; 0; 1), B = (2; 1; 2), D = (1; -1; 1),
C =(4;5,-5).

Tinh toa do con lai caa hinh hop.
Bai 4: Tinh
a) ab véi a=(30;-6), b=(2—-4,0); b) cd Vvéi c=(L-5;2), d=(4;3;-5).

Bai 5: Tim tdm va ban kinh ctia cac mat cau c6 phuong trinh sau:

a) x> +y*+2°-8x—-2y+1=0;

b) 3x*+3y* +32* —6x +8y+15z2-3=0.
Bai 6: Lap phuong trinh mat cau trong hai trudng hop sau:

a) Co duong kinh AB vai A= (4;-3;7), B=(2; 1; 3);

b) Pi qua diém A = (5; -2; 1) va c6 tam C = (3; -3; 1).
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ON TAP CHUONG II

Bai 1: Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD c6 canh ddy bang a, ASAC vudng tai S. Xéc dinh
tam va ban kinh mat cau ngoai tiép hinh chop.

Bai 2: Cho hinh chép S.ABC c6 SA = 3, SB =4, SC = 5 va ba canh SA, SB, SC d6i mot
vuong goc. Xac dinh tdm va ban kinh ctia mat cau ngoai tiép hinh chép.

Bai 3: Cho tam giac OIM vudng tai |, géc 1OM =45°  IM = a. Khi quay AOIM quanh canh
goc vuong OI thi duong gap khic OMI tao thanh mét hinh nén tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cta hinh non do;
b) Tinh thé tich khéi nén tron xoay tao thanh.
Bai 4: Cho hinh nén tron xoay c6 duodng cao h = a, ban kinh day r =b.
a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh non;
b) Tinh thé tich khi nén tao thanh;

¢) Mot thiét dién di qua dinh cuia hinh nén ¢6 khoang céch tir tam cua day dén mat phing
chua thiet dién la d. Tinh dién tich thiét dién do.

Bai 5: Cat hinh nén dinh S béi mat phang di qua truc cta hinh nén ta duge mot tam giac
SAB vudng cin tai S c6 canh huyén bang a3

a) Tinh dién tich xung quanh, dién tich day va thé tich cia khdi non tuong ung;

b) Cho day cung BC cua duong tron day hinh non sao cho mp (SBC) tao véi mp chira
day hinh nén mot géc 45°.Tinh dién tich tam giéc SBC.

Bai 6 : Cho mat cau ban kinh r. Tinh thé tich caa hinh lap phuong:
a) Noi tiép mit cau; b) Ngoai tiép mit cau.
Bai 7 : Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’canh a
a) Tinh dién tich mat cau ngoai tiép hinh lap phuong;
b) Tinh dién tich mat cau tiép xtc véi tat ca cac mat cua hinh lap phuong.

Bai 8: Tinh thé tich khdi cau ngoai tiép hinh chop tam gidc déu c6 cach day bang a va chiéu
cao bang h

Bai 9: Tinh thé tich khdi cAu ngoai tiép hinh chop, tam giac déu c6 canh day bing a va chiéu
cao h
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Bai 10. Tinh dién tich mt cau ngoai tiép hinh chép SABC biét SA =a, SB = b, SC = ¢ va
SA, SB, SC d6i mét vudng goc. CMR: biém S, trong tam A ABC, va tam mat cau ngoai tiep
hinh chép SABC thang hang.

Bai 11: Tir mot diém M nam ngoai mat cau S(O; r) ké hai duong thang cat mit cau lan luot
tai A,BvaC,D.

a) Chuang minh: MA.MB = MC.MD;
b) bat MO =d. Tinh MA.MB theo r va d.

Bai 12: Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh chir nhat voi AB = a, AD = Za, Caqnh
SA vuéng goc véi day, canh SB tao voi mit phing day mot goc 60°. Trén canh SA Iy diém

M sao cho AM = %. Mit phang (BCM) cat canh SD tai N. Tinh thé tich khdi chop
S.BCNM.

Bai 13: Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 canh bang a va diém K thuoc canh CC’
sao cho CK = %a. Mt phang (P) qua A, K va song song véi BD, chia khéi lap phuong
thanh hai khéi da dién. Tinh thé tich cua hai khéi da dién do.

Bai 14. Cho bon diém A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1), D(-2; 1; -1).

a) Chang minh A, B, C, D la bén dinh ciia mot tir dién;
b) Tim gdc gitra hai duong thang AB va CD;
¢) Tinh d¢ dai duwong cao cua hinh chép A.BCD.

Bai 15: Cho mit cau (S) c6 dudng kinh 13 AB biét rang A(6; 2; -5), B(-4; 0; 7).

a) Tim toa do tam | va ban kinh r cua mét cau (S);
b) Lap phuong trinh ciia mat cau (S).
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PHAN PHOI CHUONG TRINH

Tong sb (gio)

SOTT Tén cac bai trong hoc phan Tong s6
) Kiém
Ly thuyét Bai tap
tra
A TOAN 5A: PAI SO 21 22 2 45
1 Chuwong I: Ung dung dao ham d,é 13 11 1 25
khao sat va vé do thi caa ham so
1. Pao ham cap hai 2 2 4
2. Tinh don diéu ctia ham s6 2 1 3
3. Cuc trji cia ham s6 2 1 3
4. Gia tri lon nhat va gia tri nho nhat 2 2 4
cua ham so6
5. buong tiém can 2 1 3
6. Khao sat sy bién thién va v& do thi 3 2 5
cua ham so
7. On tap chuong va kiém tra 0 2 1 3
2| Chwong I: Ham sb liiy thira, ham 6 " .
so mii va ham so l6garit 20
1. Lily thira 2 2 4
2. Ham s6 lity thira 2 1 3
3. Logarit 2 2 4
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4. Ham s6 mii. Ham s6 16garit 2 1 3
5. On tap chuong va kiém tra 0 2 1 3
6. On tap cudi ky 0 3 3
TOAN 5B: HINH HQC 13 16 1 30
Chuong I: KHOI PA DIEN 6 7 0 13
1. Khéai niém vé khéi da dién 2 2 4
2. Khdi da dién 16i va khoi da dién 2 2 4
deu
3. Khai niém vé thé tich caa khdi da 2 2 4
dién
4. On tap chuong I 1 1
Chuwong II: Mat nén, mat try, mat 7 9 1 17
cau
1. Khéi niém vé mat tron xoay 2 1 3
2. M3t cau 2 2 4
3. Hé toa d¢ trong khong gian 3 2 5
4. On tap chuong va kiém tra 2 1 3
5. On tap cudi ky 2 2
TONG CONG 34 38 3 75
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MUC LUC

Chuong I. UNG DUNG PAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO.............. 1
§1. DAO HAM CAP HAL ...ooeoeeeeeeeeeeeeeeeeee et e et e ettt er e s st en e en e 2
L. Dinh nghia ... 2

2. Y nghia co hoc ctia da0 hAM CAP NAi c..c.veoveieeiieeee e, 2

§2. TINH DON DIEU CUA HAM SO ...ttt es e 4
1. Tinh don diéU CUA NAM SO......cviiiiiiiiieeiiiicceeee s 4

2. Quy tic xét tinh don diéu CUA NAM SO .....ovivveeiiiii e, 4

§3. CUC TRICUA HAM SO ....cooiiiiiisiseeee et 6
1. KhAi NIEM CUC Aai, CUC tIEU vveeeee et 6

2. Didu Kién dti d& hAM SO CO CUC tri.eveeeeeeeeee oo, 6

3. QUY LAC TTIM CUC T cuveeeeiiee ettt 6

§4. GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO 9
L. DInh nghia ... 9

2. Cach tinh gia tri 16n nhat va nho nhat cua ham sé trén mot doan .................... 9

5. TIEIM CAN ..ottt ettt e e ee et etee et en e e e e et en e e eeen e, 11
L. Duong ti€M CAN NQANG.....coiieiiieeeiei e 11

2. Duong tiEmM CAN AUNG ..uuiiiiii e 11

§6. KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE PO THI CUA HAM SO ....coooveeeveeree. 13
1. S0 @0 KNA0 SAL hAM SO ..o 13

2. Khao sat mot s6 ham da thac va ham phan thicC ........c..oooeveveeeeceeeee, 13

3. Sy trong giao clia CAC A0 thi.....oviiiiiiieeieccee e, 19
ON TAP CHUONG ..ottt et et et et s e e e e 21
Chuong II. HAM SO LUY THUA, HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT 22
SLLUY THUA L...ooiiiieieeeeee ettt 22
1. KNAT NEEM TTY thiTA.....coeeiieiiiie ettt 22

2. Phuong trinh X" =D e, 23

B AN DAC Nt e 23

4. LU thira VT $6 Ml MU T ..oeoveieieieieciececccee e, 24

5. Tinh chat cta lily thira VOi S6 mil thUrC .....veovviieeiee e 24
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§2. HAM SO LUY THUA .. oottt sttt 26
O g F- U =1 1 TN 26
2. P20 ham cia ham SO 1Y thiTa........coviieeeecicee e, 26
3. KNao sat ham SO [y thira Y = X% .ooviiiieiieceeeeceeee e 26

83, LOGARIT .ottt sttt ettt en et 29
1. KA NEEM LOQAITT ..ovnii e 29
2. QUY tAC tINN TOGAITE ..vvevviiveiie ettt 29
3. D01 CO SOuntiiiiiiiieee ettt 30
4. Logarit thap phan — I6garit tu NhIEN......cooooiiiii 31

§4. HAM SO MU. HAM SO LOGARIT .....oovitiiereeesteeeseeess st enes s 32
L HAM SO Meiiiiiiieiicee ettt et e e et e eteeeteeete s 32
2. HAM SO TOGAITT ..ttt 33
ON TAP CHUONG IL....couiiiiiiiiiiieieeee ettt 36

Chuong I. KHOI BA DIEN 37

§1. KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN ....ooieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s eeees e eeen s s sesenenens 37
1. Khoi 1ang tru VA KNGT CROP ....oovviviicieceece e 37
2. Khai niém vé hinh da dién, va Khdi da dién............cccoevveeviiniieeiiieceeenns 37
3. Hai da dién DANG NNAU ......c.eoiviiiiieie et 39
4. Phan chia va 1ap ghép cac Khdi da dién........c.oocveeiviieiviiiiiecee e 41

§2. KHOI DA DIEN LOI VA KHOI DA DIEN DEU ..o, 43
L. KNGT A IEN 00 vttt e, 43
2. KNGT da diBn G@U .....oviieiiieiicie ettt 43

§3. KHAI NIEM VE THE TICH CUA KHOI DA DIEN ...coovovovieeeeeeeeeeeeeeee e, 46
1. Thé tich ca KNGi da diGN ...ocveoviieiie e 46
2. ThE tiCh KNGT TANE TIU ...vviveiee et 47
3. ThE tich KNGT CROP vt 48

BAI TAP ON CHUGNG Lottt ettt ettt sttt asan s ananasanenans 50
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